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1. INTRODUCTION 
Dans [l] Haantjes a 6tudi6 la courbure qui Porte son nom. En com- 
parant les courbures de Haantjes et de Menger il a trouvb que ces notions 
sont 6quivalentes pour un arc plan et il pr&ume que ceci sera aussi le 
cas dans un espace euclidien quelconque. Le but de ce travail est d’obtenir 
son r&&at d’une autre manihre et de ddmontrer sit prhomption dans 
le cas d’une courbure nulle et dans le cas oh l’arc admet un plan osculateur 
de Haantjes (plan osculateur VII, [2], p. 27). 
2. Nous disons qu’un arc rectifiable ‘8 admet en un de ses points P une 
courbure finie kH(P) de Haantjes si, I(@) dhignant la longueur de l’arc 
@ et S(Q, R) 1 a on ueur de la corde QR on a 1 g 
(2; 1) lim z(3)-a(Q’ R) = lim @(Q, R) 
k(Q f R) = A kH2(p) 
Q.R-*P 4! . 
On suppose i&(P)ZO. 
THI?ORI~ME. Si pour un arc % euclidien la courbure de Hauntjes existe 
en un de se8 points P, $ admet dun8 un voisinage de P une tangente ordinuire 
qui est continue en P. 
C’est done une tangente au sens strict ou tangente uniforme en P 
([3], p. 97; [Z], p. 49). La demonstration se trouve dans [l] sans celle 
de la continuitt5 qui suit ici: Les points principaux de la dkmonstration 
de Haantjes sont les suivants: 
I) Si A < B < C sont voisins de P sur 3 et I(&?) 5 Z(z) on a 
Q (AR, AC) <N&G), 
oh N est un nombre >O qui depend seulement de k*(P). Avec I) on 
d6montre alors : 
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II) Si Q < R sont voisins de P sur B et S un point quelconque de ?$ 
on a Q (QS, QR)sNl(@). 
On voit aussitot que I) reste valable dens le cas A > B > C et on 
en deduit 
II’) Si Q > R sur ‘8 et S est un point quelconque de @ on a 
0: C&S, QR) -#i%. 
Soient Q et R deux points voisins de P avec Q < R. Si S tend vers 
Q sur @ on voit de II) que Q (to, QR) 5 NZ, ou to eat la tangente en 
Q B t?l et Z=Z(@?). C omme Q < R il suit de II’) que Q (RS, RQ) 5 NZ, 
done si S -+ R on obtient Q (tx, QR) 5 Nl. Done Q (tQ, tx) 5 2Nl< E, si Q 
et R sont suffisamment voisins de P. Par consequent tpt a une droite 
limite I, si P’ tend vers P sur ‘X 11 est clair que E n’est autre que tp. Car 
si l’on prend Q = P et R= P’ on a Q (tp,, PP’) g NZ<&, dorm lim tpr = 
= lim PP’ = tp. 
3. Du theoreme 2 nous deduisons la condition analytique suivante pour 
l’existence de k~. 
Une condition ndcessaire et sufisante pour qu’un arc rectijiable 9.l de C!& 
jouisse en un de ses points 0 d’une courbure i&(O) de Haunt@ est que i!l 
admet duns un voisinage 8 de 0 une tangente wntinue en 0 et en prenant 
la tangente en 0 comme axe de8 xl =x, on puisse rejn-t&enter $!l dons % par 
x*=ft(x) (i=2, 3) . ..) n), fi &ant dhivable et en posant 
l’e’quation 
(3; 1) 
Y&, 4 = fr’b-4 - 
f&4 - fr (4 
x-r ’ 
i 2 ym, r)ax 
lim * 2 
k 2(o) 
H =- 
USC+ 0 (r-d3 12 
soit remplie. 
D&MONSTRATION. D’apres [2], p. 49 nous pouvons rep&enter 9.X dans 
un voisinage % de 0 par q = f{(x) (i = 2, 3, . . ., n), oh x=.zi. Dans 23 les 
fs sont continues et admettent une derivee fi’ continue qui est uniforme 
en x=0. Soit a le vecteur (1, fz’(x), f3’(x), . . . . f%‘(x)), tangent 8, % au 
point x de parametre x; b le vecteur k%. Alors la condition (2; 1) devient 
(3; 2) 
1 m 
i 
/ Ilalldx - llbll kx2(0) 
Q.t+0 d3(Q, R) -=p!- 
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Posons 4(z) = Ilbll. 0 n a b’(x) = (a, b)/ljbll et on peut hire le numhateur 
N du premier membre de (3 ; 2) dans la forme 
Posons 
b c=- 
r-x’ 
Alors 
On a 
’ 1141211~112 - (a, cl
N= d Ilcll#4l llcll + (a, 4 dx’ 
(par l’identit6 de Lagrange). 
Done (3; 2) donne 
, fI 
s 1 2 (W6 - w)2}/Jf dx 
(3; 3) lim a 
6,i-1 hl2(0) 
a3(Q, R) =T' 
oh H= IlWl4l II4 + (a, 41. 0 n voit aussitat que IIcII, llall et (a, c) tendent 
vers 1, si q et r --f 0, donc 1M tend vers 2. Comme la tangente est uniforme 
en 0, 
lim '(Qy R) = 1. 
r-q 
Done en Bcrivant encore s6par6ment les termes avec i = 1 de (3 ; 3) on voit 
(3; 4) lim [ / { 2 (9c1 --a~cj)~ + 2 (ayC6 -aacj)2}dx]/(r -q)3= g . 
a i-l i.i=2 
On a 
ajs - am = h'(x) - 7x- = Y,(x, r). 
Done (3 ; 4) devient 
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Done l’equation (3; 1) sera demontree si nous ddmontrons que 
J (Wi - aaCjWX/(~ - q)3 
tend vers 0. Posons 
Or, on deduit de (3 ; 5) que 
i (Y2+ Y~2)ax/(r-q)3<or, 
P 
06 IY > 0, p.e. 01= {k~s(O) + 1}/12. 
Soit I= [q, r]. Posons I =I1 U Is, oti 11 est l’ensemble des points avec 
IYt(x)I2IY&)l et 12 1’ ensemble des x avec ] Y&)1 <I Y&T)~. On a 
i I yti iyddx= szl I yd ~y,id~+ szz I hi IY~I~XS Jzl wd~+ jr2 yj2axs 
a 
s Jz (Y,2+ Yj2)dx<or(r-q)3 * j (rlf Yj -rjYi)2dx$ j (Ti2Yj2dXf 
Q Q 
+ j +wdw j 17~74 IY{I ~y~iddt j (yp+ y62+w IY~I)~XI, 
Q a Q 
si l’on choisit 1~1 et ]rl assez petits tel que Iye] et ]a1 <E, ce qui eat possible, 
puisque qg et y~j -+ 0. Le dernier membre est < 301ss(r--)s. Done 
lim [ j (a,tc{ - uaq)2dx/(r - p)s] = 0 
a 
et (3; 1) est demontree d’apres (3 ; 3). 
Soit inversement !X un arc de Es qui jouit en 0 d’une tangente continue 
que nous prenons comme axe des x. Alors ‘$I est representable autour de 
0 par xi=fs(z) (;=S, 3, . . . . n). Supposons que (3; 1) soit remplie. A cause 
de la continuite de ff’ on a de nouveau yi -+ 0. De (3; 1) il suit que 
i (Y?+ Yj2)dx<ol(r-q)3, Q 
si IpI et ]rl sont petits. Dorm de nouveau 
,s (rrY3-BYt)2dX<2LyE2(r--)3, 
si Iqgl et 1~1 sont <a. Par consequence 
lim [ j ((get - aecj)2dx]/(r -a)3 = 0 
a 
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pour i, j 2 2. Done (3 ; 3) est remplie. On peut continuer le raisonnement 
dans le sens contraire et parvient ainsi it (3; 2), c.a.d. k~(0) existe. 11 est 
clair qu’on peut dans (3; 1) remplacer Y&r, T) par Y&J, q), done (3; 1) 
est Bquivalente a 
(3; 6) 
J i yr2tx, !w 
lim ’ 2 
k 2(o) 
H 
(r-d3 =--iT-’ 
4. Supposons que % admet en 0 une courbure i&(O) de Haantjes zero. 
Done par (3; 1) 
i 2 Yt2h 
lim a (r-q)3 =O. 
Cela est le cas si et seulement si 
(4; 1) 
J rpax 
- =0 (pour chaque i=2, 3, . . . . n). 
Nous en deduirons que 
(4; 2) 
c 
J Ydx 
-= 
lim ;req)2 O- 
Ceci resulte immediatement de l’in6galiM de Schwarz 
{ { ~~.ld~)22 J yt2dx [ dx=tr-q) j yi2h, 
Q Q a a 
d’oh 
{ ; Y&x}2 s Y*2dx 
OS a(r-q)4- s Q(‘-q)3 ’ 
oh le troisieme membre tend vers 0, done Bgalement le second. 
Posons avec les fonctions qt du no. 3 
Alors 
$ F&s p.1 =F’&, d= -q&z, ~1. 
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On a Y&, r) = f*‘(x) -T&, r), done 
- (r - q)Ei’ca, 4 -m!?, e. 
Done 1’8quation (4 ; 2) donne 
(4; 3) 
lim - (r - W’da9 f?- mc?, r) = 0 
(I.?+0 @-qY 
PIT 
Posons enfin 
@(q, r) = +J$ (q#f-), @i@, r) =fr’W 
Alors @g eat une fonction continue de q, en particulier pour q=r. On a, 
si q#r 
(4; 4) P’&, T) = -@da, r) + (r- q)@‘r*k~ 4. 
On dbduit rtussit6t de (4; 3) et (4; 4) que 
(4; 5) lim @‘@(a, T) = 0. 
W-0 
DBmontrons que 
(4; 6) lim 
( 
_ fg’(r) + h(r) -h(q) 
r--q 1 
/(r-q)=O. 
W-0 
L’expression B gauche eat Bgale B 
@t(q, r) - @b, r) - (r - q)@‘r*(q, r) 
(psz (4; 4)), done = -@ ‘Q ql, r) - Wiq(q, r) (ql entre q et r). Car selon (4; 4) ( 
@(x, r) eat dhrivable dans ]q, T[, done le thbor&me de la moyenne est 
applicable. Par (4; 5) @‘t4(q, r) et @‘tQ(ql, r) + 0. Si l’on change q et r 
dans l’expression (4 ; 6) on trouve en aidant 
lim fs’(r) - fi’(q) = 0. 
r-q 
D’apri% [2] ft’ admet pour 2 = 0 une d&iv&e premiere uniforme 0, done 
/i une d&i&e directe seconde uniforme 0 1). De la condition dans le no. 5 
1) Voir no. 2.3, p. 8. 
17 Indagationes 
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de [2] pour la courbure de Menger on deduit que 9.l admet en 0 
courbure de Menger =O. 
Si inversement cela est le cas on deduit de la msme condition 
lim [xi, xs, . . . , zn ; ft] = 0, d’ou facilement 
une 
clue 
lim yt(q’ ‘) -=O, done limZ(y~~~r)=O~lim’ “(yang’)” =O. 
r-q r r 
D’aprik la condition (3 ; 1) la courbure de Haantjes = 0 existe en 0. 
THAORBME. Un arc euclidien IX admet en un de ses points P une courbure 
de Haantjes nulle si et seulement si ‘8 admet en P une courbure de Menger 
nulle. 
5. Parmi les huits definitions de “plan osculateur” ([2], p. 27) le plan 
VI est appele plan osculateur de Menger. Si nous regardons les expressions 
Y(q, r) et Z(q, r) 1) il semble nature1 d’appeler “plan osculateur de 
Haantjes” le plan VII. En effect une condition pour l’existence de ce plan 
est que 
existe ([2], p. 36). Done: 
Nous disons que I’arc 8 admet au point 0 un plan osculateur de Haantjes 
17 si le plan par Q et la tangente tR au point R tend vers n, lorsque Q 
et R tendent sur ‘8 vers 0. 
5.1. Supposons que % admet au point 0 une courbure k&O) # 0 et un 
plan osculateur de Haantjes =X0 Y. Alors (3 ; 1) est satisfaite et 
(5.1; 1) lim .Z(q, T)/ Y(q, r) = 0. 
W-+0 
En tenant compte de (5.1; 1) on trouve de (3; 1) 
(5.1; 2) 
i YYG wx 
lim a 
k 2(o) 
?I 
(f--d3 =--E--’ 
L’arc plan g=/(z) admet done en 0 une courbure de Haantjes k~(0). 
Dans les numeros 5.1 l-5.14 nous donnons encore quelques propri&& 
d’un arc plan. 
1) Nous supposons p.e. n=3 et alors Ya=Y et Y3=Z. 
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5.1.1. LEMME. ~5% l’arc plan ‘3: y = f(x) admet en 0 une courbure de 
Hauntjee ko# 0 il existe un voisinage 8 de 0 sur ‘% ne contenant pas trois 
points collinkaires. 
COROLLAIRE 1. Aucun point de 8 n’est point d’in$exion de $?l. 
COROLLAIRE 2. La tangente en chaque point de 23 ne contient aucun 
autre point de 93. 
DEMONSTRATION. Soient P, Q et R trois points de !X tels que Q se 
trouve sur le segment PR. ‘$I est doue en tout point d’une tangente 
continue dans un voisinage %J de 0 qu’on peut choisir d’abord si petit 
que Q (ts, tT) < 453 pour S, T E 93. Alors Q se trouve sur le sous-arc 3 
de 8. Car si p.e. P < R < Q sur ‘$l on trouve facilement un point S sur 
FQ tel que ts est perpendiculaire a PQ, done a une tangente de FQ ce 
qui est impossible. Supposons p.e. P < Q < R sur % et Z(FQ)dZ(Q@. 
Soit &I un point de QR tel que Q QlPR est maximal et =+. Comme 
la tangente ordinaire existe en &I cette tangente est la droite P&l. Si Q3 
parcourt l’arc P21 de Q vers &I, l’angle &P&z varie continument de 0 
vers 4. Si A parcourt l’arc 5, PA est une fonction croissante de A. 
Car autrement on aurait un point A0 oh la tangente serait perpendiculaire 
a PAo. Done l’arc QTR coupe P&z en Rz tel que PRz> P&g. Si Q3 et R2 
sont voisins de &I, Z(Q23) est proche de 0, done Z(Q22) <Z(FQz). Si 
Qz = Q, Rz = R, Z(Q32) = l(G) 2 Z(FQ) = Z(F&). Done Q3 EFQ~ et Ro E 9% 
existent tels que Z(P%o) =Z(Qs3) et P, QO et Ro sont collineaires. En 
ecrivant les expressions (2; 1) pour k(P, Ro), k(P, Qo) et k(QoRo) et rem&r- 
quant qu’on peut remplacer leurs denominateurs 6 par 1 a cause de 
l’equivalence entre l’arc et la corde, on trouve 
k(P, Ro) = @O) -d(p, Ro) - Z@o) - d(P, Ro) = ICO+E 
d3V’, Ro) Z3(Gio) 
,
oii E -+ 0 b cause de k(P, Ro) + ko. Done, si 
w &o) =al, d(Qo, Ro) =dz, z(@o) = z(6ko) =I, 
on a 2Z=d1+d3+(21)3(k0+~), et de meme 
z-al=zyko+E1), z-az=zyko+E2), 
oh ko=k~(O) #O et E, ~1, ~2 -+ 0. On en tire 6k3=&1+33- 8&, ce qui est 
impossible, si 3, ~1 et 33 sont suffisamment petits. 
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5.1.2. Une consequence du corollaire 2 du no. 51.1 est que Y(q, r) ne 
peut pas s’annuler dans ‘B. On en deduit que Y(q, T) garde le mQme signe 
sur 8. Soit p.e. Y(p, r)>O pour q, r E % Si x>q on derive de 
est croissante dans 8, si x~q, done 
f’(q) < ‘(‘)-‘(‘) <f’(r), si q<r. 
r-q 
Mais f’ satisfait meme it une condition lipschitzienne. Car soit a l’angle 
de la tangente TV avec l’axe des Z, /I l’angle de to avec cet axe et 4 l’angle 
entre tQ et TV. Dans la demonstration de Haantjes, indiquee dans le no. 2 
on trouve que Q (tQ, ~FR) 5 2NZ. Comme 01 et /l sont voisins de 0 on a 
tg +=tg(ol--/?) I 3N1, si ‘% est assez petit. Done 
Comme Z/(XQ - ZR) + 1 si q > r, on a (TJQ' - YR')/(XQ - XR) 2 5N. Les nombres 
derives de y’ sont finis pour chaque z de 8 (meme born&). D’apres 
des propositions bien connues (voir p.e. [4], p. 182 et 183), y” existe 
presque partout dans 8 et on a 
y1’ - yz’ = y y”(x)dx. 
$1 
6.1.3. Nous disons que 8 admet au point P une courbure ~HA(P) de 
Hauntjes-Alt, si FrnB k(&, P) =~HA(P). Si %?I] admet l’axe des x en 0 
comme tangente ii faut et il suffit pour l’existence de k&O) que 
s (Y2(x, 0)+Z2k% O))dx 
(5.1.3; 1) 1) lim O 
k2
HA 
(o) 
7+0 i-3 =--z--’ 
On voit aussi sans difficulte: 
Xi 2X admet en P une courbure de Haantjes, ‘$I admet en P une wurbure 
de Haantjes-Alt &gale. 
Si % admet en P une courbure de Haantjes et pour une suite P, E ‘3 
CmVergm?Ite Ver8 P, kHA(Pn) existe, on a lim kHA(P,,) = kHA(P). 
1) Voir (3 ; 6). Evidemment oette Equation est ici plus facilement & employer 
que (3; 1). 
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5.1.3.1. Supposons que pour l’arc %{y=y(z)), y”(O) existe et y(O)= 
= Y’(O) = 0. On a Y’(X) = y’(0) + x{y”(O) + ~1) = x{y”(O) -I- &I} et de m&me 
y(x) = &2{y”(O) + E2}, oh 
s" t&l(t)dt 
Wl@l) &2(X)= O x2 = - 
X 
(xl entre 0 et z), done 4x) -+ 0 comme ~1, si x + 0. On en deduit que 
le membre a gauche de (5.1.3; 1) tend vers 1/12y”2(0). Dorm ‘% admet 
une courbure ATHA = Iy”(O)l. En effet 
Y(x > 0) = y’(x) - y&f2 = : {y”(O) + ES}, 
X 2 
oh es = 2&l- ~2 -+ 0, si x -+ 0. Done &ant don& EO> 0 on a pour x voisin 
de 0, 
l&31 <Eo AX T {IY"W -eo}< I Yk 011 < 7 {IY”Wl +eo}. 
Si y”(O)#O on peut supposer que EO< Iy”(O)l et trouve 
~{Y”~(0)-2&0lY~(0)I+~~}<Y~(2, o)<${y~~(o)+2~o~y”(o)l+~}~ 
(5.1.3.1; 1) 
f {p(o) - 2E01yn(0)I}s Y2(x, 0) < f {y”2(0) + 2&oly”(o)] +&;}. 
Si y”(O)=0 on a 
OS Y2(x, 0) < ; E02, 
done de nouveau (5.1.3.1; 1). Cette equation est done en tout cas valable 
et donne 
& qf2(0) - 2EOlf./“(O)I} 5 j 
0 
Y2(x, 0)dxS & 9{y”2(0) + 2&o~yw(o)l + &02}, 
d’oh 
En general : 
j yqx, O)dx 
limo ~ = A y”2(0). 
Xi pour un arc plan %(y = f (x)} la d&ivke seconde f”(x0) existe, B admet 
en x0 une courbure de Haunt&s-& @ale & If”(so)l/{l +f’2(x0)}3i2. 
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5.1.4. De la dernihre proprihth 5.1.3 il suit que la courbure de Haantjes- 
Alt en x0 d’un arc % tend vers la courbure k~(0) = ko, si ~HA(XO) et k~(0) 
existent en 20. Ceci est en particulier le cas si f”(x0) existe (voir 5.1.3.1). 
Si l’axe des x est tangente en 0 nous voyons de la proprihth de 5.1.3.1 
que lim,-to If”(xo)l =lco. Mais selon 5.1.2 f’(x) est croissante dans %, done 
f”(x)ZO, oh f” existe.Donc lim f”(xo)=ko. Mais alors 
zs” f (xPx 
lim Y2’-Y1’ ’ ?21 - = 
hm 
=ko. 
x2-a 1 x2-a 
3 
f admet en 0 une d&i&e seconde directe uniforme ([2], p. 8,4)) et done 
une courbure de Menger Ice, d’aprk [2], no. 5.8.1, p. 86. Cette proprikth 
d’un arc plan a BtB dbmontrb par Haantjes d’une autre man&e. 
5.1.5. En retournant au no. 5.1 nous remarquons que de (5.1; 1) et 
(5.1; 2) il rhulte que 
j 2(x, r)dx 
lim O 
(r-q)3 = OS 
L’arc plan z =g(x) admet en x = 0 une courbure de Haantjes 0 et done 
une courbure de Menger 0 (no. 5.1.4). Done lim [XI, x2, x3; f] existe et 
= f ko et lim [XI, ~2, x3; g] = 0 1). On en ddduit que Z’arc ‘3 du no. 5.1 
a&net en 0 une courbure de Menger=b ([Z], no. 5.8, p. 86) 2). 
5.2. Soit inversement (21 un arc y =f(z), z=g(x) qui a l’axe des x comme 
tangente en 0 tel que f admet en x une d&iv&e seconde directe uniforme 
Ice et g une telle d&i&e 0. On en dbduit, en faisant d’abord tendre x1 
vers x2=x et en prenant xs=r que 
lim Y(x, r) -ko 
--=-2 
CW-%O r-x 2 
done 
et de mi3me 
.i Y2(x, rPx k 2 
lim * (r-q)3 = + 
j 22(x, r)dx 
lim * (r-p)3- = 0. 
l) Voir [2], no. 5.8.1. 
2) Car pour la condition de l’existence de kc, on peut ecrire 
lim 1/[z1,22,23; ?/12+ [Xi, X2, X3; zl*=ko. 
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La premiere limite s’obtient facilement de l’inegalite (5.1.3.1; l), oh on 
droit remplacer 
(r - x)2 
f par 4, 
Iy"(O)l par 4 et Y@, 0) p ar Y(x, T). Selon le theoreme 3, % admet en 0 
une courbure ka de Haantjes 1). En outre lim Z(q, r)/Y(q, r)=O, puisque 
lim Z(q, r)/(r -(I) = 0; le plan osculateur de Haantjes existe en 0 et =X0 Y. 
Combination avec les resultats du no. 5.1.5 donne le 
THI?OR&ME. Un arc euclidien 8 admet en un de ses points 0 une courbure 
ko, 0 de Hauntjes et un plan osculateur de Hauntjes si et seulement si % 
est duns un voisinage de 0 reprdsentable par y = f(x), z =g(x) avec f(0) = 
=g(O) = 0, f admettant en 0 une &ride seconde directe uniforme f ko, g 
une de’rivke seconde directe uniforme 0, tar&s que f’(0) =g’(O)=O. 
5.3. De 5.15 il suit encore que 
lim [Al, x2, x3;~ -0 
[Xl, x2, x3; fl - . 
De la condition pour l’existence du plan osculateur de Menger (plan VI) 
qui se trouve dans [2] no. 4.9.2, p. 46 on voit que l’arc ‘8 du no. 5.1 admet 
en 0 un plan osculateur de Menger =X0 Y. Si inversement $!l admet 
en 0 une courbure ko# 0 de Menger et un plan osculateur de Menger 
=XOY, 8 admet d’apres 5.2 une courbure Ica de Haantjes et en outre 
yrn [a, x2, x3; sl 
[x1,x2, x3; fl = 
0 
’ 
d’oh on deduit comme dans le no. 5.2 que 
lim ‘(P, r, -= Y(P, r) 
0 
’ 
done le plan osculateur de Haantjes existe et = XOY. 
THI~ORI~ME. Un arc 9.X euclidien admet en un point 0 une courbure ko # 0 
de Hauntjes et un plan osculateur 17 de Haantjes si et seulement si A admet 
en 0 une courbure ko de Menger et un plan osculateur 17 de Menger. 
1) D’ailleurs ce rtkultat reste valable si i&=0. 
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5.4. Des numhos 4.3, 5.3 et la note 3) du no. 5.2 il rhulte: 
Pour un arc plan euclidien les rwtions des courbures de Menger et de 
Haantjes sont dquivalentes. C’est un r&w&at de Haantjes avec une autre 
dbmonstration. 
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